
QCDの有限温度相転移とトポロジー 

ーサブ課題A「QCD相転移」ー

青木保道　　　                   & 


2017.5.31　 重点課題９研究報告会

Determination of |Vub/Vcb|
using baryonic decays

Stefan Meinel

Lattice 2015



QCD 有限温度相転移 contributor

• 青木慎也                  京大基研


• 青木保道                  KEK/理研


• Guido Cossu           Edinburgh


• 橋本省二                  KEK


• 深谷英則                  大阪大学


• 鈴木渓                      KEK 

• …



ここで紹介するTopology関係の全ての結果は 

Preliminary です



QCD 有限温度相転移
• 何故興味があるか


• 宇宙と物質の進化と関係


• 実験: RHIC, LHC


↑ 物理点直上の計算


• 大規模数値計算の主流

• 純理論的な興味


• QCDの理解


• カイラル対称性とその自発的破れ


↑ クォーク質量を変えてプローブ


• 非物理点(クォーク質量)の情報


• 物理点の理解の強固な補強


• 究極的には相図の完成


• この課題で追求する！



QCD 有限温度相転移
• 純理論的な興味


• QCDの理解


• カイラル対称性とその自発的破れ


↑ クォーク質量を変えてプローブ


• 非物理点(クォーク質量)の情報


• 物理点の理解の強固な補強


• 究極的には相図の完成


• この課題で追求する！

• 最も近い理想的な状況: Nf=2


• 相転移とトポロジー


• 密接に関係！


• トポロジーを詳しく調べる


• 波及効果: axion


➡ 宇宙と物質の進化


• まずはNf=2を理解し


• Nf=2+1 へつなげる



現在でも: Columbia Plot = 大方の人の理解 || 期待
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Nf=2+1相図
• 連続極限で分かっていること


• Nf=0: 一次転移


• 右上隅はよく分かっている


• Nf=2+1 物理点: cross-over


• staggered (Wuppertal 2006)


• 他の正則化でも反証なし


• 厳密なカイラル対称性を持つ
アプローチでは未踏


• その他の領域は不確定
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QCD 有限温度相転移の理論: Nf=2+1 Lattice

• Nf=2+1 相図が完成すれば


• QCD の理解


• 物理点の相転移の存在、次数が分かる。


• 遠回りだが確実な方法


• 相境界(μ=0)の μ>0 への伸び方を調べる→(T,μ)臨界終点の研究へつなげる


• 大変重要／有用である！
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Nf=2 と Nf=2+1

• 遠い？


• ms ~100 MeV → ∞


• T=0 では s のあるなしは微細効果


• しかし


• O(4) scaling → U(1)A @ Wilson


• 厳密な格子カイラル対称性


➡U(1)A 回復を示唆[JLQCD16]


➡一次転移の可能性
[Pisarski&Wilczek]


• 現時点の物理点の知識はそのようなベー
スに立ってない
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一次転移だとどうなるか？
• 0 ≤ mf < mc : 一次転移


• 一つの可能性として: Nf=3の一次転移領域と繋がる


• 物理点への影響も考えられる
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U(1)Aの役割とトポロジー
• QCDの大局的対称性:   U(Nf)L x U(Nf)R             @ mf→0


• 高温　　 T>Tc:       → SU(Nf)V x U(1)V x SU(Nf)A x U(1)A   ?


• SU(Nf)Aは回復、U(1)Aは?


• それぞれ秩序パラメタにから確認できるはず


• フェルミオンゼロモードを通した関係: ρ(λ) :  固有値λの密度

�hqqi = ⇡⇢(0) �⇡�� ⇠ ⇢0(0)
SU(Nf)A 秩序パラメタ

Qtトポロジカル電荷

U(1)A 秩序パラメタ

指数定理

�t =
hQ2

t i
V

電荷の感受率

=0 =0?=0    [JLQCD16]

トポロジーにシグナルが現れるはず
予想: χt = 0 for 0<mf<mc


[S.Aoki, Fukaya, Taniguchi (2012)]



Nf=2 トポロジカル電荷 → 感受率

Topological charge�

!   Correspondence with the index is only approximate.�
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χt(T, m)  for Nf=2
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Nf=2 オーバーラップフェルミオンによる解析

• DWFアンサンブル→オーバーラップに再重み付け(reweighting)


• Möbius DWF: ほぼ厳密なカイラル対称性: mres≪ΛQCD 


• オーバーラップ: 厳密なカイラル対称性


• Qtの測定として 


• 電荷密度(クローバー)の積分 (Wilson Flow 後)


• Overlap Index: ディラック演算子の固有値


• reweighting あり/なし と電荷のはかり方2種類で都合４つのχt値  


• 現在のとりくみ: 1/a = 2.6 GeV　*** PRELIMINARY ***


• より細密格子で DW → Overlap 対応がさらに改善される



χt(mf)  for Nf=2   T=220 MeV

[JLQCD:  Tomiya, S.Aoki, Cossu, Fukaya, Hashimoto, Kaneko, Noaki(2016)]
(reweighting 無しのオーバラップ 固有値は病的に振る舞う) 
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m=0.005 history and histogram
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m=0.001 history and histogram
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χt(mf)   T=~220 MeV 付近のカットオフ依存性
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• 1/a=1.7 GeV  →  2.6 GeV :  ~コンシステント[赤に注目]


• 青(gluonic)は赤(index) に近づく


• m=10 MeV あたりに相境界？



χt(mf)  for Nf=2   T=220 MeV

• ゼロ付近は本当にゼロか  ? 

• 究極的には 

• V → ∞ 
• a →0 (精密に)スケーリング 必要 

• しかし、m 依存性は 

• 相境界 mc>0 の存在を示唆
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χt(mf)  for Nf=2   T=220 MeV

• 相境界 mc>0 の存在を示唆

さらに…

• χt 値の信頼性? 厚切りハム法

• mc のT-依存性 T=330 MeV 他温度• 厚切りハム法: Slab method


• 大局的トポロジー(サンプル困難)を


• 局所的電荷密度(サンプル容易)から推定


[Bitenholz, Forcrand, Gerber (2015)]

• テスト良好

xV (1-x)V



T=220, 264 & 330 MeV ;  1/a=2.6 GeV 固定
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現時点で得られている T 依存性

T=220 MeV T=330 MeV
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U(1)Aの役割とトポロジー
• QCDの大局的対称性:   U(Nf)L x U(Nf)R             @ mf→0


• 高温　　 T>Tc:       → SU(Nf)V x U(1)V x SU(Nf)A x U(1)A   ?


• SU(Nf)Aは回復、U(1)Aは?


• それぞれ秩序パラメタにから確認できるはず


• フェルミオンゼロモードを通した関係: ρ(λ) :  固有値λの密度

�hqqi = ⇡⇢(0) �⇡�� ⇠ ⇢0(0)
SU(Nf)A 秩序パラメタ

Qtトポロジカル電荷

U(1)A 秩序パラメタ

指数定理

�t =
hQ2

t i
V

電荷の感受率

=0 =0?=0    [JLQCD16]



U(1)A 秩序パラメタ
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10 Definition of U(1)A susceptibility

U(1)A susceptibility, ∆π−δ, can be written by the Dirac eigenvalue spectrum ρ(λ) in the continuum limit:

∆π−δ =

∫ ∞

0
dλ ρ(λ)

2m2

(λ2 +m2)2
, (10.1)

where the Dirac operator eigenvalue density is defined by ρ(λ) = (1/V )⟨
∑

λ′ δ(λ− λ′)⟩ and the four-dimensional volume is
V = L3 × Lt.

The U(1)A susceptibility for the overlap Dirac operator is defined by [1]

∆π−δ ≡ 1

V (1−m2)2

∑

i

2m2(1− λ(m)2
i )2

λ(m)4
i

. (10.2)

When chiral zero-mode effects are subtracted from ∆π−δ, we can define the final form of U(1)A susceptibility:

∆̄π−δ ≡ ∆π−δ −
1

V (1−m2)2

∑

0−mode

2m2(1− λ(m)2
i )2

λ(m)4
i

. (10.3)

Then relatively smaller eigenvalues below a threshold (|λ| < |λ|thr) are treated as (near) zero modes and their contributions
should be subtracted from ∆π−δ in order to estimate ∆̄π−δ. The list of threshold |λ|thr is shown in Table 2 and 3.

m 0.001 0.0025 0.00375 0.005 0.01
|λ|thr 0.00102 0.00252 0.005 0.005015 0.010025

Table 2: List of zero-mode threshold of |λ| at Nt = 12.

m 0.001 0.005 0.01 0.015 0.02 0.04 0.1
|λ|thr 0.01 0.01 0.02 0.02 0.03 0.07 0.1002

Table 3: List of zero-mode threshold of |λ| at Nt = 8.

At Nt = 12, we can uniquely determine |λ|thr for m = 0.001, 0.0025, 0.0375. In particular, whether a pair mode
with λ = ±0.001029 for m = 0.001 is included or not is crucial in the estimation of ∆DW

π−δ. However, after re-weighting
to ∆̄OV

π−δ, these modes completely disappear. Therefore, these pair-modes seem to be domain-wall artifacts. Similarly,
λ = ±0.00259, 0.00265, 0.00285 seem to be domain-wall artifacts. On the other hand, λ = ±0.00457 has finite contribution
to ∆̄OV

π−δ.
For m = 0.0025, λ = ±0.002557, 0.002624 are also domain-wall artifact.
At Nt = 8, we can uniquely determine |λ|thr for m = 0.001, 0.005, 0.01, 0.015, 0.02. On the other hand, for m = 0.04, 0.1,

it is not so easy.
∆π−δ and ∆̄π−δ at a trajectory at Nt = 12 are shown in Fig. 10.1. The results at Nt = 8 are shown in Fig. 10.2 and

Fig. 10.3.
The final results of averaged ∆π−δ and ∆̄π−δ and their error are shown in Fig. 11.1 and 12.1.

(Ver. May 24, 2017)
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U(1)A 秩序パラメタ

[JLQCD:  Tomiya, S.Aoki, Cossu, Fukaya, 


Hashimoto, Kaneko, Noaki(2016)]
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FIG. 14. The quark mass dependence of ∆̄ov
π−δ (solid symbols) and ∆ov

π−δ (dashed). Data for coarse

(left panel) and fine (right) lattices are shown.

the chiral phase transition (T ∼ 190–220 MeV) on different physical volume sizes (L = 2–4

fm), where frequent topology tunnelings occur.

Our results for the histograms of the Möbius domain-wall and (reweighted) overlap Dirac

operators both show a strong suppression of the near zero modes as decreasing the quark

mass. This behavior is stable against the changes in the lattice volume and lattice spacing.

If we do not perform the reweighting of their determinants, the overlap Dirac spectrum

shows unphysical peaks near zero. We have identified them as partially quenched lattice

artifacts, due to the strong violation of the Ginsparg-Wilson relation in the low-lying eigen-

modes of the Möbius domain-wall operator. Our analysis indicates a potential danger in

taking the chiral limit of any observables with domain-wall type fermions even when the

residual mass is small. If the target observable is sensitive to the low-lying modes and their

chiral properties, its chiral limit can be distorted by the lattice artifacts.

After removal of these artifacts by the OV/DW reweighting procedure, we have found

that the U(1)A susceptibility is consistent with zero in the chiral limit. From these evidences,

we conclude that U(1)A symmetry in two-flavor QCD is effectively restored above the critical

temperature in the vanishing quark mass limit.
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T=~200 MeV (coarse)

T=220 MeV (fine)

[JLQCD: (preliminary) this work]
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11 Quark mass dependence of U(1)A susceptibility at Nt = 12
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Figure 12.1: Quark mass dependence of U(1)A susceptibilities, ∆π−δ and ∆̄π−δ at Nt = 8.
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• m 依存性 似ている


• 本来 (Aoki, Fukaya, Tanigchi)


• Δπ-δ > 0  for m>0


• χ = 0   for 0<m<mc


• 統計不足(特に m~10MeV)を解消し
て再テスト必要

T=220 MeV (fine)

[JLQCD: (preliminary) this work]



これまでの結果の纏めと考察
• Nf=2 QCD の高温相で トポロジカル感受率χtを調べている


• m=0 近傍ではカイラル対称性が必須と考えられる量を計算する枠組み:


• DWF @ 高精細格子 (1/a ~ 2.6 GeV) → オーバーラップ 再重み付け


• トポロジカル電荷: 2つの定義


• T = 220 MeV, 330 MeV では m: 小、大を分ける境界がありそうである


• m: 小で χt 著しく小さくなるが、厳密に χt=0 かは不明


• 相境界 mc があるとすると mc(T) ↑  as  T↑


➡ Tc(m) ↑  for m↑: 自然


• 他の物理量(Δπ-δ, Σ)の解析, 異なる V, 異なるTの計算を通して 精密化を試みる



χt(T, m) の問題と方針
• 特にサンプルするのが困難な量


• Qt ≠ 0 セクターのサンプルが困難。しかし正しい χt のために必要。


• reweighting によってさらに有効サンプル数の減少→系統誤算に反映(yet)


• →  「厚切りハム法」の併用でクロスチェック


• χt ≃ 0 は本当に ゼロか？:  smoking gun と言っても良いので重要 

• 統計増、厚切りハム法によるチェック (局所揺らぎからの推定)


• 体積効果を系統的に調べる


• mc 

• (✓)ゼロ温度 simulation より、physical scale を決める: mc>mud 


• 他の物理量も確認: (Δπ-δ,Σ)の解析, バルクな量



χt(T, m) の問題と方針。さらに。

• β=4.30 (1/a=2.6 GeV); Ls=32 で別の温度も調べる: T=1/(a Nt)


• 格子間隔 a(β), 空間体積を固定するので、物理効果を見やすい


• スケール決めのゼロ温度計算も一つで完了


• T(Nt):


• これまでは、Nt=12, 10, 8


• Nt=14, 16 を追う事によりT<Tcへの振舞


• 体積効果


• Ls=32→24:  Oakforest PACS で進行中

Nt 8 10 12 14 16
T [MeV] 330 260 220 190 165

Tc=175(5) MeV

mc

χ

mf
0

T>Tcχ

mf
0

T↑

T↑



さらにその先のプラン
• 物理


• QCD有限温度相転移


• Nf=2


• 高温でのトポロジカル感受率の振る舞いを系統的に解明する


• T < Tc まで攻める


• Nf=2+1 へ


• ms=∞ → ms<∞ → msphys

mc

χ

mf
0

T>Tc
T<Tc



計算機とコード
• 計算機:


• Blue Gene Q: 2017.9 まで


• KNL:


• 京都: 2016.10-2017.3


• Oakforest-PACS: 2017.1- 


• コード: IroIro++ から Grid に移行中


• IroIro++:  BGQに特化, KNL では遅い


• Grid: KNL 最適化進行中:  P.Boyle, G.Cossu (Edinburgh) らに協力


• 重点課題9の松古さん, 金森さんと情報交換


